Series
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Dada una sucesion {a,}, podemos formar a partir de ella otra sucesion, {A4,}, cuyos

términos se obtienen sumando consecutivamente los términos de {ay}, es decir:
Ay =ay, Ap =a1+a,, As=a1+ar,+asz,..., Ap,=a1+a,+---+a,, ...

La sucesion {A,} asi definida se llama serie de término general a, o serie definida

por la sucesion {a,}, y la representaremos por E an 0, mas sencillamente, ) _a,. El

n>1
n

nimero A, = E ay se llama suma parcial de orden n de la serie ) ay,.
k=1
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Debe quedar claro desde ahora que una serie es una sucesion cuyos términos se obtie-

nen sumando consecutivamente los términos de otra sucesion. Ni que decir tiene que,

siendo las series sucesiones, los conceptos y resultados vistos para sucesiones conser-

van su misma significacion cuando se aplican a series. En particular, es innecesario
”»

volver a definir qué se entiende cuando se dice que una serie es “acotada”, “convergente”

o “positivamente divergente”.
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o0
Si una serie ) | a, es convergente se usa el simbolo E ap para representar el limite de

n=1
o0

la serie que suele llamarse suma de la serie. Naturalmente, E ay es el numero definido

n=1
por:

0. n
E a, = lim{A4,} = lim E ay .
n—00

Por tanto, la igualdad Y -2 | a, = S quiere decir que para todo ¢ > 0, hay un m, € N

tal que para todo n > mi, se verifica que |ZZ=1 aj — S| < e.
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Serie geométrica

Dado un nimero x, la sucesién {1 + x + x> + --- + x™} se llama serie geométrica de

razon x. Observa que dicha serie se obtiene sumando consecutivamente los términos de

la sucesion {1, x,x2,x3, ..., x",.. } Es costumbre representar la serie geométrica de

razon x con el simbolo E x". Dicha serie converge si, y sélo si, |x| < 1, en cuyo caso
n=0
se verifica que:

o ]
anzl_x. (1)
n=0
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Serie armonica

n
1
La serie de término general 1/n, es decir, la sucesion {H,} donde H, = Z = que
k=1

; : 1 :
simbdlicamente representamos por E —, se llama serie armonica. Se verifica que la
n
n=1
serie armoOnica diverge positivamente:

©.@)

1

E — = lim {1+1/2+---+ 1/n} = 4o0.
n n—oo

n—=
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Serie armonica alternada

. . —1 n—1 . . (_l)n—l
Se llama asi la serie de término general ————; es decir, la serie E —. Se
n
n->l1
verifica que la serie armonica alternada es convergente y su suma es igual a log 2.

o0 —
—1)* 1
E (#:logl
n
n=1
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La particularidad del estudio de las series

La caracteristica que distingue el estudio de las series es la siguiente: se trata de deducir
propiedades de la serie {A,} = {a1 + ay + -+ - + ay}, a partir del comportamiento de
{a,}. Es decir, los resultados de la teoria de series dan informacién sobre la sucesion
{A,} haciendo hipétesis sobre la sucesion {a,}. La razén de esta forma de proceder es
que, por lo general, no se conoce una expresionde A, =a; +a, + - -+ a, que permita
hacer su estudio de forma directa; es decir, la suma a; + a, + -+ + a, no es posible
“realizarla” en la practica. Por ello, en el estudio de las series se supone implicitamente

que la sucesion {a,} es el dato que podemos utilizar.



index.html

Es importante que te des cuenta de que cambiar un solo término en la sucesion {a, |} se
traduce en cambiar infinitos términos en la serie Y _a,. El siguiente resultado nos dice
que si cambiamos un nimero finito de términos en una sucesion {a, | ello no afecta a la
posible convergencia de la serie {a; + a, + - -- + ap} pero si afecta a la suma de dicha

serie.

Sean {a,} y {b,} dos sucesiones y supongamos que hay un nimero ¢ € N tal que para
todon > g + 1 es a, = b,. Entonces se verifica que las series {a; + ay + --- + an}
y {b1 + by + --- + by} 0 bien convergen ambas o no converge ninguna, y en el primer

caso se verifica que:

o0 q o0 q
n=1 Jj=1 n=1 j=1
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Condicion necesaria para la convergencia de una serie

Para que la serie ) _ a, sea convergente es necesario que lim{a, } = 0.

Series de términos positivos

Una serie Y aj, tal que a,, > 0 para todo n € N, se dice que es una serie de términos
n n
positivos. Observa que una serie de t€rminos positivos es una sucesion creciente por lo

que o bien es convergente (cuando estd mayorada) o es positivamente divergente.
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Criterio basico de convergencia

Una serie de términos positivos E ap es convergente si, y solo si, estd mayorada, es

n>1
n

decir, existe un numero M > 0 tal que para todo n € N se verifica que Z a < M.

k=1
Una serie de términos positivos que no estd mayorada es (positivamente) divergente.
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Criterio del cociente o de D’Alembert (1768)

Supongamos que a, > 0 para todo n € Ny que

lim {a”“ } =L e RY U{+o0}.
Ap

Entonces:

a) Si L < 1la serie E ap converge.
n>1

b) Si L > 10si L = +o00,la serie Zan es divergente y {a, } no converge a 0.
n>1

Ejercicio.

(n))?

x2" donde x €R.
(2n)!

Estudia la convergencia de la serie E
n->1
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Criterio de la raiz o de Cauchy (1821)

Sea E dp una serie de términos positivos y supongamos que
n>1

lim { «”/an} = LeRT U {+o0}.
Entonces:

a) S1 L < 1 laserie E an converge.
n>1

b) Si L > 1o0s1t L =400, laserie Zan es divergente y {a,} no converge a 0.
n>1
Ejercicio
2n3—2n

n®—1

n2

Estudia la convergencia de la serie E
n>1
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Criterio de Raabe (1832)

a
Supongamos que a, > 0 para todo n €N, y pongamos R, = n (1 _ el )
Ap

i) Si{R,} — L,donde L > 10 L = +o0, la serie Zan es convergente.
n-1
ii) Si{R,} — L,donde L < 10 L =—o0, 0 bien si existe algin k € N tal que R, < 1

para todo n > k, entonces la serie E an es divergente.
n>1

Forma alternativa del criterio de Raabe

n
a
1:1.PongamosSn:( z ) :
An+1

,
Sea a, > 0 paratodo n € Ny supongamos que lim
Ap

L

1) Si S, > e~conL > 10515, — +o0o, la serie E ap €s convergente.

n-l1

LconL <1osiS, — 0, laserie Zan es divergente.

n->1

ii) Si S, — e
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Convergencia absoluta

Se dice que una serie E an, es absolutamente convergente si la serie E lan| es

n>1 n=1
convergente.

Toda serie absolutamente convergente es convergente.
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Criterio de Leibniz para series alternadas

Supongamos que la sucesion {a,} es decreciente y conver-

gente a cero. Entonces la serie alternada Z(—l)”“an es

n=1
n
convergente. Ademads, si S, = Z(—l)k+1ak y
k=1
©.@)
S = Z(—l)”“am entonces para todo n € N se verifica
n=1

que |S — S| < anq1.
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Ejercicio

Estudia, segun los valores de @ € R, la convergencia de la serie:

f1-3-5---2n—1)\"
Z(_1)+( 2.4.6---2n )

n>1
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Series de potencias

Dadas una sucesion {cj }nen, y un nimero a € R, se llama serie de potencias centrada

en a ala sucesion
{co+ci1(x—a)+cr(x —a)2 + c3(x —a)3 + -+ ep(x —a)?}

en la cual x representa a un numero real arbitrario. Dicha serie se simboliza por

ch (x —a)”.

n=0

Un tipo particular de series de potencias son las series de Taylor. Dada una funcién f

que tiene derivadas de todo orden en un punto a, la serie de potencias
(n(,
S L@
n!
n>0

se llama serie de Taylor de f en a.
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Dada una serie de potencias ch (x —a)",sea A =lim {/|c,| y definamos:

n>0
(O, Si A = +400;
R=<%, si 0 <A< 400;
| +00, si A=0.

Entonces, si R=0 la serie converge sélo para x=a;si 0 < R < +o00 la serie converge
absolutamente para todo x €R tal que |x — a| < R y no converge para |x —a| > R;

y si R = 400 la serie converge absolutamente para todo x € R.
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Con las notaciones del teorema anterior, el nimero R se llama el radio de convergen-
cia de la serie de potencias. Una serie de potencias se dice que es trivial si R = 0. Para
una serie de potencias no trivial, centrada en un punto a, el intervalo I=Ja— R,a+ R|,
s1 0 < R < +00, o bien latotalidad de R, / =R, cuando R = +00, se llama intervalo

o0
de convergencia de la serie; y la funciéon f : I — R dadapor f(x)= Zan (x—a)"”
n=0
para todo x € I, se llama funciéon suma de la serie.
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Dada una serie de potencias ch (x — a)", supongamos que ¢, # 0 para todo n €N,

n=>0
y que
[Cnt1]

|¢nl
Entonces el radio de convergencia R viene dado por R = 1/A, cuando 0 < A < 400,
R=0siA=400y R=+00si A=0.

— LeRT U {400}
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Derivacion de una serie de potencias

Sea E cn(x — a)” una serie de potencias con radio de convergencia no nulo R. Sea [ el
n=>0
intervalo de convergencia de la seriey f : I — R la funcién suma de la serie definida

para todo x € I por:

f@) =3 enlx —a)"

n=0

Entonces se verifica que:
i) f es indefinidamente derivable en 1.

ii) La derivada de orden k de f estd dada para todo x € I por:

fE) =Y "nmn—1)--(n—k + Dealx —a)"*.
n=k
S % (a)
k!

de potencias E cn(x —a)" coincide con la serie de Taylor en a de su funcién suma.
n>0

En particular, se verifica que f (k (a) =cy - k!, es decir, ¢; = y, por tanto, la serie
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